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Apresentacao

Os ntimeros complexos ocupam um lugar singular na formagao matemética. A primeira
vista, surgem como uma amplia¢do natural do conjunto dos ntimeros reais; mas, a me-
dida que o estudo avanca, revelam-se muito mais do que isso: uma linguagem que reor-
ganiza a 4lgebra, esclarece a trigonometria, simplifica identidades e requalifica proble-
mas de geometria e desigualdades que, por outros caminhos, resistiriam muito mais.

Este livro foi escrito com esse espirito. Seu propdsito ndo é apresentar os niimeros com-
plexos como tépico fechado, mas como método, uma estrutura que, em muitos contextos,
nao apenas resolve um problema particular, mas reorganiza a forma de pensar o pro-

blema.

Este livro também nasce de uma inquietagdo pessoal. Durante minha formagéo, e em es-
pecial no periodo em que estudei para concursos militares, muitas vezes me incomodou
o fato de que certas resolugdes pareciam depender de identidades inesperadas ou pas-
sagens pouco transparentes para quem estava aprendendo. A pergunta que sempre me
acompanhou era simples: como desenvolver a intui¢do necessaria para enxergar esses
caminhos, e até que ponto seria possivel substitui-los por métodos mais claros, mais sis-
teméticos e mais inteligiveis? Foi nesse contexto que os ntimeros complexos se tornaram,
para mim, mais do que um tema: tornaram-se uma forma de organizar ideias e de tornar
visiveis estruturas que, por outras abordagens, pareciam artificiais ou dispersas.

Parte dessa trajetéria apareceu primeiro em Desvendando a Trigonometria com Niimeros
Complexos, obra em que explorei, de forma mais concentrada, aplicagdes de complexos a
trigonometria. O presente volume amplia esse projeto: parte dos fundamentos, percorre
a teoria de modo progressivo e chega a tépicos mais avangados, preservando sempre a
mesma preocupacado central com clareza, método e poder de aplicacao.

O arco principal percorre seis capitulos de teoria. O primeiro estabelece os fundamentos
algébricos: operac¢des, médulo, conjugado, argumento e raizes. O segundo desenvolve a
forma trigonométrica e o Teorema de Moivre, com aplicagdes imediatas a raizes da uni-
dade e identidades trigonométricas. O terceiro retine aplica¢des avangadas e problemas
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resolvidos, cobrindo equagdes, lugares geométricos, produtos trigonométricos e iden-
tidades de alta densidade algébrica. Os capitulos quatro e cinco tratam de dois temas
que raramente aparecem juntos em textos do mesmo nivel: polindmios de Chebyshev e
desigualdades trigonométricas, ambos com presencga relevante em olimpiadas e provas
de alto nivel. O sexto fecha o arco teérico com geometria no plano complexo: rotagdes,
homotetias, alinhamento, colinearidade e a geometria do tridngulo em linguagem com-
plexa.

A segunda metade do livro é dedicada a problemas. Um capitulo de problemas selecio-
nados de olimpiada e aprofundamento, com resolu¢ées completas no capitulo seguinte,
percorre médulo, conjugado, lugares geométricos, identidades e construgdes geométri-
cas. Um capitulo de concursos retine mais de cem questdes de, principalmente, ITA, IME
e sele¢Oes equivalentes, todas integralmente resolvidas. O apéndice concentra férmulas e
identidades essenciais em formato de consulta rapida.

Trés aspectos distinguem este volume de outros textos sobre o tema. Primeiro, a integra-
¢do entre teoria e problemas: os exemplos resolvidos nao ilustram a teoria, sdo extensao
dela. Segundo, a amplitude da cobertura: polindmios de Chebyshev, desigualdades via
Jensen e Schur, e geometria complexa costumam aparecer em fontes dispersas; aqui es-
tao articulados em sequéncia. Terceiro, o volume e a qualidade das resolugdes: a segao
de concursos ndo apenas lista as questdes, oferece resolugdes que evidenciam por que a

abordagem com complexos €, tantas vezes, a mais natural.

Do ponto de vista de uso, a leitura linear dos seis capitulos de teoria é o caminho para
quem esté construindo o tema desde o inicio. Os capitulos sobre Chebyshev e desigual-
dades podem ser abordados de forma independente apds os dois primeiros, caso o obje-
tivo seja aprofundar esses temas sem percorrer o terceiro capitulo na integra. O capitulo
de geometria complexa pressupde familiaridade com a forma trigonométrica, mas pode
ser consultado pontualmente durante o estudo. Os capitulos de problemas funcionam
melhor ap6s o estudo da teoria correspondente; tentar a se¢do de concursos antes desse
estudo tende a revelar mais lacunas do que técnicas. O apéndice deve ser consultado ati-
vamente durante a leitura e ndo ser reservado para o final.

O livro foi pensado para estudantes que buscam dominio real do tema, em especial os
que se preparam para ITA, IME, olimpiadas e outros contextos em que complexos apa-
recem como método de resolugdo. Ao mesmo tempo, foi organizado para servir ao leitor
autodidata que deseja estudar com autonomia, sem depender de material complementar
para preencher lacunas essenciais.

Wallace Santo

Rio de Janeiro, marco de 2026
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Ntmeros Complexos
e sua Forma Algébrica

No desenvolvimento histérico da matemaética, a necessidade de resolver equagdes como
x? + 1 = 0 levou a criagdo de um novo conjunto numérico: os ntimeros complexos. Longe
de serem apenas uma abstracdo tedrica, eles constituem uma das ferramentas mais versa-
teis da matematica, simplificando problemas em trigonometria, geometria, fisica e enge-

nharia.

© Vocé Sabia?

O matemadtico italiano Gerolamo Cardano (1501-1576) foi um dos primeiros a
lidar com ntimeros complexos, embora os considerasse iniiteis. Hoje, eles sdo in-
dispensédveis em areas como andlise de circuitos elétricos, mecanica quantica e

processamento de sinais.




Capitulo 1. Niimeros Complexos e sua Forma Algébrica

1.1 Definicao e Operagoes

Wallace Santo

As regras operacionais seguem da convencdo i* = —1.

1.1.1 Definicao de Numero Complexo

Defini¢do 1.1. — Nameros complexos

Podemos representé-lo na forma algébrica como:
z=a+bi
onde i é a unidade imagindria, definida por i* = —1. Chamamos:
a = Re(z) (parte real de z)

b =Im(z) (parteimagindria de z)

Sea=0eb # 0, entdo z = bi é um ntimero imagindrio puro.

O conjunto de todos os niimeros complexos é denotado por C.

Exemplo — Partes real e imagindria

Considere os seguintes nimeros complexos:
(@ z1=3+2i = Re(z;)=3elm(zy)=2
(b) zo=-1+5i = Re(Zg) =-le Im(ZQ) =5

(c) zz=4 = Re(zz) =4elm(zz) =0 (numero real)

(d) z4=3i = Re(z4) =0elm(z4) =3 (imaginario puro)

Um nimero complexo é um par ordenado z = (a,b), onde a e b sdo ntiimeros reais.

Todo ndmero real a € R pode ser visto como um nimero complexo da forma a + 0i; por-

tanto, R c C.
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1.1.2 Igualdade entre Niumeros Complexos

Defini¢ado 1.2. — Igualdade de Nimeros Complexos

Dois ntimeros complexos z1 = a + bi e zp = ¢ + di sdo iguais se, e somente se:
zZ1=2z9 & a=ceb=d
Exemplo — Determinacdo de x e y por igualdade
Determine os valores reais de x e y tais que:

2x+3)+(y—-1)i=5+4i
Resolucdo. Pela igualdade de complexos, devemos ter:

{Zx +3 =5 (partes reais)

y—1=4 (partes imagindrias)

Resolvendo o sistema:

2x+3=0b=2>2x=2=>x=1

y-1=4=y=5

1.1.3 Operacdes com Numeros Complexos

Adicido de Numeros Complexos

Definicao 1.3. — Adicao
Sejam z; = a + bi e zo = ¢ + di nimeros complexos. A soma é definida por:

z1+zo=(a+c)+(b+d)i

A adigdo de nimeros complexos possui uma interpretacdo geométrica natural. No plano
de Argand-Gauss, somar z; e z3 equivale a somar dois vetores pela regra do paralelo-
gramo, tornando a desigualdade triangular geometricamente imediata.
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Im

Exemplo — Soma de dois complexos

Calcule (3 + 2i) + (1 — 5i):

B+2))+(1-5)=@B+1)+(2-5)i
=4-3i

Multiplica¢do de Numeros Complexos

Definic¢ao 1.4. — Multiplicagao
Sejam z1 = a + bi e zo = ¢ + di nimeros complexos. O produto é definido por:

z1-29 = (ac — bd) + (ad + bc)i

Algebricamente, multiplicamos como bindmios e usamos i* = —1:

z1+z9 = (a + bi)(c + di)
=ac +adi + bei + bdi®
=ac+adi+bci—bd
= (ac —bd) + (ad + bc)i

Exemplo — Produto de dois complexos
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Calcule (2 + 3i)(1 — 4i):

2+3i)(1—-4i)=2-1+2-(—4i)+3i -1+ 3i-(—4i)
=2 — 8 + 3i — 127>

=2 —5i — 12(-1)
=25 +12
=14 - 5i

1.2 Propriedades Algébricas

Os nimeros complexos herdam todas as propriedades operacionais dos reais, e uma a
mais: todo complexo ndo nulo possui inverso multiplicativo. Isso faz de C um corpo, o
ambiente algébrico mais confortdvel para manipulaces.

Adigao. As leis basicas da soma em C sdo as mesmas ja conhecidas em R e organizam a
estrutura aditiva do corpo.

Propriedade 1.1. Adigio em C

Sejam z, z1, z2, z3 € C nameros complexos quaisquer. A adicdo satisfaz:

1. Comutatividade: z1 + 2o = z9 + 21
2. Associatividade: z1 + (z2 + z3) = (21 + 22) + z3
3. Elemento Neutro: Existe um tinico 0 = 0 + 0i tal que:

z+0=2z, VzeC

4. Elemento Simétrico: Para todo z € C, existe um tnico —z tal que:
z+(-z)=0

onde —z=—-a—-bisez=a+bi

A subtracdo fica definida por z; — z3 = z1 + (—22), e herda todas as propriedades da adi-
¢do e do oposto.
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Demonstragdo da comutatividade. Sejam z, = a + bi e z9 = ¢ + di. Entao:

z1+zo=(a+c)+(b+d)i
=(c+a)+(d+Db)i (comutatividade em R)

=Zz9+ zZq.

As demais propriedades seguem de maneira analoga, diretamente das propriedades cor-
respondentes em R. |

Essas propriedades mostram que (C, +) é um grupo abeliano (comutativo).

Multiplicac¢do. A estrutura multiplicativa preserva as leis usuais e acrescenta o fato deci-
sivo de que todo complexo ndo nulo admite inverso.

Propriedade 1.2. Multiplicacio em C
Sejam z, z1, z2, z3 € C nimeros complexos quaisquer. A multiplica¢do satisfaz:
1. Comutatividade: z1 - z9 = z9 - 23
2. Associatividade: zq - (z2 - z3) = (21 - 22) - 23
3. Elemento Neutro: Existe um tinico 1 = 1 + 0i tal que:
z-1=z, VzeC

1 _1

4. Elemento Inverso: Para todo z € C* = C )\ {0}, existe um tinico z™* =  tal que:

z-z71=1

5. Distributividade:
Zl'(22+23)221'22+21'zg

Combinadas as propriedades da adicdo, essas leis caracterizam C como um corpo.

1.2.1 Poténcias da Unidade Imagindria
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Defini¢do 1.5. — Poténcias de i

As primeiras poténcias de i sdo:

V=1
it =i
i2=-1
-3 2

3=i%i=—i
it=@)?=(-1)2=1

A partir de i* = 1, 0 padrio se repete ciclicamente.

Para calcular i" com n € Z positivo, basta escrever n = 4q + r,com 0 < r < 3. Entdo

in = i4q+r — (i4)qir — ir’

isto é, a poténcia depende apenas do resto da divisdo de n por 4.

Exemplo — Poténcia i

Calcule i127:

127=4-31+3

Logo i'?7 = —i.

Exemplo — Menor n para que (1 — i)" seja imagindrio puro positivo
Determine o menor inteiro positivo n tal que (1 —7)"” seja um ntimero puramente ima-
gindrio com parte imagindria positiva.

Resoluc¢do. Calculamos o quadrado de 1 —i:

(1-i)?=1-2i+i’=1-2i—1=-2i.

Para n = 2, obtemos —2i, que é um nliimero puramente imagindrio, mas sua parte
imagindria (—2) é negativa. O problema exige que ela seja positiva. Como (1 — i)? é
puramente imagindrio, podemos testar os proximos expoentes pares (as poténcias im-
pares terdo ambas as partes reais e imaginarias nao nulas) multiplicando o resultado
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por (1 — i)? sucessivamente:

1-i)'=1-0)?-(1-i)?=(-2i)(=2i) = 4i®> = -4 (Real)
1-00=1-0)* (1-1)?=(-4)(-2i) =8i

Avaliando o resultado para n = 6, obtemos 8i, que é um ntimero puramente imagina-
rio com parte imaginaria positiva (8 > 0). Essa é a primeira ocorréncia que satisfaz a
condicdo exigida. n = 6.

Para expoentes negativos, o mesmo ciclo continua:

Essa periodicidade de periodo 4 reaparece com frequéncia em somas e séries geométri-
cas.

1.2.2 O Plano de Argand-Gauss

Assim como representamos nimeros reais em uma reta (a reta real), podemos represen-
tar nimeros complexos em um plano bidimensional, conhecido como Plano de Argand-
Gauss ou plano complexo.

Nele, um ntimero complexo z = a + bi é associado ao ponto P(a, b) ou ao vetor que liga a
origem (0, 0) até P.

¢ O eixo horizontal (eixo das abscissas) é chamado de Eixo Real (Re), onde marcamos a
parte real a.

¢ O eixo vertical (eixo das ordenadas) é chamado de Eixo Imaginario (Im), onde marca-
mos a parte imagindria b.

Eixo Imaginario (Im)

P(a,b) = a + bi

Eixo Real (Re)
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Essa representagao converte a algebra dos ntimeros complexos em geometria, permi-
tindo visualizar operacdes e propriedades de maneira intuitiva. Por exemplo, niimeros
reais puros como z = a + 0i estdo em cima do eixo horizontal, enquanto imagindrios pu-

ros como z = bi, com b # 0, ficam no eixo vertical.

1.2.3 Exercicios de Fixac¢ao

# Exercicio — Fixacao

1. Determine todos os nimeros reais x e y que satisfazem a igualdade

(x+yi)2 =8 — 61.

2. Encontre os valores inteiros de x e y que resolvem a equacao algébrica

(x +yi)? = 3 +4i.

3. Sabendo que m € R, determine todos os valores de m para os quais 0 nimero com-
plexo z = (m + 2i)? seja um ntimero imaginario puro.

4. Determine os ntimeros complexos z = x + yi que satisfazem a equacdo z° = z.

5. Calcule o valor exato da expressao

E=1+1)%-01-1)%.

6. Considere o polindmio P(x) = x* — 2x3 + 3x2 — 2x + 2. Mostre, utilizando apenas
as operagdes de adigdo e multiplicagdo de complexos, que x = i € uma raiz desse
polindmio. Em seguida, verifique se x = —i também é raiz.

7. Resolva o seguinte sistema de equagdes, onde as incognitas z e w sdo nimeros

complexos, tratando-as algebricamente como varidveis:

z+iw =1

iz+w=2i
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Matrizes com entradas complexas seguem as mesmas regras algébricas. Dada a

matriz A =

-1 1

1
), calcule A2

Seja f(n) = i" +i7", definida para todo n € Z. Calcule o valor da soma

S=f)+f2)+fB3)+f(4).
O que vocé pode inferir sobre a soma de 4 termos consecutivos dessa sequéncia?

Calcule o valor numérico da expressao

2024 2025

S = Z i+ Z ik
k=1 k=1

Encontre o menor nimero inteiro positivo n para o qual a poténcia (1 + i)" seja um

numero real.

Os axiomas garantem que todo ndmero complexo z = a + bi ndo nulo possui um

inverso multiplicativo z~!. Utilizando apenas a defini¢do da multiplicagdo dada no

texto, isto é, resolvendo a igualdade z - z ™1

1

=1+ 0i, deduza a férmula para as partes

real e imagindria de z7* em funcdo de a e b.

Sejam z1, zo € C. Prove algebricamente a identidade

Re(leg) = Re(zl) RG(ZQ) - Im(zl) Im(ZQ).

Geometria e rotacdo. Seja z = 3 + 2i.

2 3.

(a) Calcule os produtos z1 =i-z,z9 =i*-zez3 =1i"-z.

(b) Ao representar z,z1, z2 e z3 no plano de Argand-Gauss, que transformacao
geométrica o ato de multiplicar por i produz no vetor original?

O conjunto dos ntiimeros complexos forma um corpo, isto é, ndo possui divisores
de zero. Usando as propriedades dos nimeros reais e a defini¢do de igualdade da
Secdo 1, prove que

sezy:-2z9=0, entdoz; =0ouzy =0.

— 10 —
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1.2.4 Resolug¢oes dos Exercicios

Exercicio 1.

Determine todos os nlimeros reais x e y que satisfazem a igualdade:

(x +yi)? = 8 — 6i

Resoluc¢ao.

Expandindo o lado esquerdo:

(x + yi)? = x* + 2xyi + (yi)?
= x% + 2xyi + y*(-1)
= (¢ = y?) + (2xy)i

Igualando as partes real e imagindria:

¥ —y?=8 (D)
2xy=—-6=>xy=-3=>y=-3 (Il
Substituindo (II) em (I):
3 2
2_ (== =
- () =
x% - 2 =38

Como xy = —3, temos x # 0. Multiplicando por x*:

xt=8x2-9=0

Com u = x?, obtemos u? —8u —9 =0,logou =9ouu = —1. Como u = x2 > 0, fica
x2=9,istoé, x =3 oux =-3.

De (Il), y = =3/x, e portanto (x,y) = (3,-1) ou (x,y) = (=3,1). m

Exercicio 2.

Encontre os valores inteiros de x e y que resolvem a equacdo algébrica:

(x +yi)? = 3 +4i
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Resoluc¢ao.
Expandindo, obtemos o sistema:

x!—y?=3 (I)
2xy=4=xy=2 (II)

Como x, y € Z, da condigdo xy = 2 os pares possiveis sdo (1,2),(2,1), (-1,-2) e
(=2, -1). Desses, apenas (2, 1) e (-2, —1) satisfazem x? — y? = 3.

Logo, (x,y) =(2,1)ou(x,y) =(-2,-1). m

Exercicio 3.

Sabendo que m € R, determine todos os valores de m para os quais o niimero com-
plexo z = (m + 2i)? seja um ndmero imaginario puro.

Resoluc¢ao.

Pela férmula (a + b)? = a® + 3a°b + 3ab? + b3, temos:

z = m> + 3m%(2i) + 3m(2i)? + (2i)3

z = m> + 6m%i + 3m(4i?) + 8i°

Substituindo i2 = -1 e i3 = —i:

z =m>+6m?i —12m — 8i

z = (m® - 12m) + (6m> — 8)i

Para que z seja imagindrio puro, sua parte real deve ser zero e sua parte imagindaria
deve ser diferente de zero:

Re(z) = 0= m® —12m =0

= m(m?-12)=0

Logom =0oum = +24/3. Em todos esses casos, Im(z) = 6m2 -8 £0,e z é imagindrio
puro.

m €{0,2V3,-2V3}. m

Exercicio 4.

2:

Determine os niimeros complexos z = x + yi que satisfazem a equagdo z* = z.
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Resolugao.

Com z = x + yi, a equagdo z? = z equivale a

(x* = y*) + (2xy)i = x + yi.

Igualando as partes real e imagindria, obtemos o sistema:

-y =x (D
¢y =y ()

Da (II), y(2x —1) = 0,logoy = 0 ou x = 3.

Caso 1: y = 0. Pela (I),

2-0=x=2x>-x=0=2x(x-1)=0

logox=0oux=1,istoé,z=00uz =1

Caso 2: x = % Pela (I),

n? 5 1
(5) ~v=3
1, 1
1Y 73
, 11 1
L

o que é impossivel em R.

Os tinicos nameros complexos que satisfazem a equagdosdoz=0ez=1. |

Exercicio 5.

Calcule o valor exato da expressdo E = (1 + )2 — (1 — 7).
Resolucao.

Temos (1 + 1) = 2i e (1 —i)? = —2i. Logo

(1 + i)20 — (21')10 — 210i10, (1 _ i)20 — (_21')10 — 2101-10’

pois 10 é par. Portanto E = 0. m

Exercicio 6.

Mostre que x = i e x = —i sdo raizes do polindmio P(x) = x* — 2x3 + 3x? — 2x + 2.

— 13 —



Capitulo 1. Niimeros Complexos e sua Forma Algébrica Wallace Santo

Resoluc¢ao.

Calculamos P(i):

P(i)=i*=2i3+3i>-2i +2
=1-2(—i)+3(-1)—2i +2
=1+21—-3-2i+2
=(1-3+2)+(2i—-2i)=0

Logo P(i) = 0, e i é raiz.
Analogamente, calculamos P(—i):
P(—=i) = (=i)* = 2(=i)® + 3(=i)? — 2(—i) + 2

=it = 2(=i%) + 3(i%) + 2i + 2

=1-2(—(-i)+3(-1)+2i +2

=1-2{-3+2i+2
=(1-3+2)+(-2i+2i)=0

Logo P(—i) = 0, e —i também é raiz. m

Exercicio 7.
Resolva o sistema:

z+iw=1 (I)
iz+w =2i ()

Resolucgao.

Da (IT), w = 2i — iz. Substituindo em (I):

z+1i(2i —iz) =1
2z=1

2z-2=1

z+2i2 -1

3
Logoz = 7 Entao

wzm—i@)zi
5) =3
i

3
Assim,z=—-ew=-. 1
ssim 2e )
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Exercicio 8.

Dada a matriz A = . 1), calcule AZ.
Resoluc¢ao.
Calculando A?:
e 1)
I O 1 B S
_ [ @O+ MED @) + (1))
(=D@@) + (@) (=1) (D) + ()(7)
=1 i
I e S
=12 | [—2 e
-2 —1-1) -2 -2
Logo, A% = —_221 E;)l

Exercicio 9.

Seja f(n) =i"+i7". Calcule S = f(1)+ f(2) + f(3) + f(4).

Resoluc¢ao.

Temos:
fy=i'+it=i+(=i)=0
f@R) =i +i?=-1+(-1)=-2
fB)=if+iP==i+i=0
f@=it+it=1+1=2

Somando os termos: S =0 -2+ 0+ 2 = 0. Como i" (e, portanto, f(n)) tem periodo 4, a
soma em qualquer bloco de 4 termos consecutivos é sempre 0. W

Exercicio 10.

Calcule o valor numérico de S = Zi(ff ik + 222215 ik,

Resoluc¢ao.

— 15 —
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Como ¥;_, i/ = 0 e 2024 é mailtiplo de 4, segue que

2024
k=0
k=1
Além disso,
2025 2024
Z i_k — Z i_k) + 1'—2025 — i_2025,
k=1 k=1

pois 2024 também é mdltiplo de 4. Como 2025 = 4 - 506 + 1, temos i~20% = i1 = —{.

LogoS=—i. m

Exercicio 11.

Encontre o menor n € Z, para que (1 + 7)" seja real.

Resolug¢ao.

Como (1 +i)? = 2i, calculamos as poténcias seguintes:
n=2= (1+i)*=2i (imaginério puro)

n=3= (1+i)?=(2i)(1+i)=2i +2i*=-2+2i (complexo)
n=4=1+i)=((1+1)*)?=2i)?=4i>=-4 (real)

Logo o menor inteiro positivoén = 4. m

Exercicio 12.
Deduza a férmula de z71.
Resolugao.

Seja z = a + bi # 0 e seu inverso z ™

= x + yi. Pela definicdo:
(a+bi)(x+yi)=1+0i
(ax —=by)+ (ay +bx)i =1+0i

Igualando as partes reais e imaginarias:

ax—by =1 (I)
bx+ay =0 ()

— 16 —
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Multiplicando (I) por a e (II) por b:

a’x —aby =a
b?x + aby =0
Somando as duas equagdes: x(a* + b?) = a. Como z # 0, a> + b # 0, logo x = 7.

Substituindo x na equagao (II):

ab

Jray=0=ay =i

( a
a’ + b2
Dividindo por a (se a # 0), obtemos y = ﬁ. (Se a = 0, a equacdo I nos da direta-

mente y = —%, o que concorda com a férmula).

-1 _

_a __ _b s
z = a2+b? a2+b21' =

Exercicio 13.

Prove que Re(z; - z2) = Re(z1) Re(z2) — Im(z;) Im(z2).
Resolucao.
Sejam z; = a + bi e zo = ¢ + di. Entdo

z1-29 = (a + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Logo
Re(21 : ZQ) =ac—bd = Re(zl) Re(Zz) - Im(zl) Im(Zg).

Exercicio 14.
Rotagdo de z = 3 + 2i.
Resolug¢ao.

(a) Calculando os produtos:

i(3+2i)=3i+2i*=-2+3i
2o =i2(342i) = —1(3+2i) = -3 —2i
z3 = i3(3 4 2i) = —i(3 +2i) = =3i — 21> = 2 — 3i

Z1

(b) Geometricamente, multiplicar um complexo por i corresponde a uma rotagao de
90° no sentido anti-horario em torno da origem no plano de Argand-Gauss. Assim, z
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é a rotacdo de 180° e z3 a rotagdo de 270°. m

Exercicio 15.

Prove que se z1 - zo = 0, entdo z; = 0 ou zo = 0.

Resolug¢ao.

Sejam z; = a + biezy = c +di. A condigdo z; - z2 = 0 equivale a
(ac = bd)+ (ad + bc)i =0+ 0i

e, portanto, ao sistema

ac—-bd=0 (I
ad+bc=0 (1)
Multiplicamos (I) por c e (II) por d:
ac’—bed=0
ad? +bed =0

Somando ambas: a(c? + d?) = 0.

Sezo#0,entdoc2+d?+0,ea igualdade acima implicaa = 0. Coma =0e z3 # 0,
o sistema original d4 —bd = 0 e bc = 0. Como ¢ e d ndo podem ser simultaneamente
nulos, segue b = 0, isto é, z; = 0. Por simetria, se z; # 0, concluimos z; = 0. ®

1.3 Conjugado e Médulo

O conjugado e o médulo conectam a forma algébrica a + bi a geometria do plano e rea-
parecem em todos os capitulos seguintes.

— 18 —
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1.3.1 Conjugado de um Nimero Complexo

Defini¢ao 1.6. — Conjugado

Seja z = a + bi um ntiimero complexo. O conjugado de z, denotado por z (ou z%), é
definido por:
z=a-"bi

Geometricamente, o conjugado corresponde a reflexdo do ponto z em relagio ao eixo real.

Im

z

by ‘

7 ? Re

b >

z

Exemplo — Conjugados de nimeros complexos

Encontre os conjugados:
(3+4i)=3~- (=2-Ti)=-2+Ti,
5=5, 3i = =3i.

1.3.2 Propriedades do Conjugado

Propriedade 1.3. Conjugado

Sejam z, z1, zo € C niimeros complexos quaisquer:

1. (z) =z (conjugado do conjugado)
2. z+z =2Re(z)

3. z—z =2i-Im(z)

— 19 —
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4, z=-z2 S Re(z) =0
5. z=2z © z éreal
6. z1 +z9 =21 +2zo (distributividade na soma)

7. z1 - 29 =21 -z2 (distributividade no produto)

8. (Z—l) = %, para za # 0

Z2

9. z" = (z)",paran € Z,comz # 0se n < 0

As propriedades acima podem ser provadas diretamente da defini¢do algébrica. De-
monstremos as principais, pois elas formam a base de todas as manipula¢des que fare-
mos ao longo do livro. Nos resultados a seguir, fixamos sempre z = a + bi (com a,b € R).

Propriedade 1: @)=z 0 conjugado de z = a + bi é z = a — bi. Conjugando de novo:

(Z)=a—bi=a+bi=z. |
Propriedade 2: z + z = 2Re(z). Somando z ao seu conjugado:
z+7z = (a+0bi)+ (a—bi)=2a =2Re(z). |
Propriedade 3: z —z = 2i - Im(z). Subtraindo o conjugado:
z—2z = (a+0bi)—(a—>bi)=2bi =2i -Im(z). |

Propriedade 5: z =z & z € R. (=) Sez =z, entdo a + bi = a — bi, logo 2bi = 0, ou seja,
b=0ezéreal (&) Sez éreal,entaiob=0ez=a=z. |

Propriedade 6: z1 + zo =z +Z3. Sejamz; =a+biezy =c+di. Asomaéz;+z2=(a+
c¢) + (b + d)i. Conjugando:

z1+zo=(a+c)—(b+d)i=(a-bi)+(c—di) =21 +2z3. |

Propriedade 7: z1 - z2 = z1 - z2. O produto é z1z3 = (ac — bd) + (ad + bc)i, logo:

z129 = (ac — bd) — (ad + be)i.

— 20 —
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Por outro lado, calculamos o produto dos conjugados:

z1-z2 = (a — bi)(c — di)
=ac —adi — bci + bdi®
= (ac — bd) + (—ad — bc)i
= (ac — bd) — (ad + bc)i.

As expressoes sdo rigorosamente iguais. |

A propriedade 4 (z = =z & Re(z) = 0) segue raciocinio andlogo a Propriedade 5. Em
particular, para z # 0, essa condicdo equivale a dizer que z é imagindrio puro. As pro-
priedades 8 e 9 (conjugado do quociente e da poténcia) sdo consequéncias diretas das
Propriedades 6 e 7 e ficam como exercicio ao leitor.

A Propriedade 5 fornece um critério pratico de realidade: z é real se, e somente se, z = z.

1.3.3 Médulo de um Nuamero Complexo

Defini¢do 1.7. — Modulo

Seja z = a + bi um nimero complexo. O médulo (ou valor absoluto) de z, denotado
por |z|, é definido por:

|z| = Va? + b

Geometricamente, |z| representa a distdncia da origem até o ponto (a, b) no plano complexo.

Im

% I z =a + bi
0\ |

0 ::1 Re

Exemplo — Célculo de médulos
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Calcule os mdédulos:

I3+4i|=V32+42=V9+16=V25=5
- =12+ (=12 =Vi+1=V2
|—2+2i|=(-22+22=V1+4=V8=2V2

Note que 0 médulo de um nimero complexo é sempre um ntimero real nao-negativo:

|z| >0, VzeC.

1.3.4 Propriedades do Mdédulo

Propriedade 1.4. Mddulo

Sejam z, z1, zo € C niimeros complexos quaisquer:
1. |z| > 0elz|=02z=0

2. —|z| < Re(z) < |z| e —|z] < Im(z) < |z

3. |z| = [z] = | - z]

4. z-z=|z> (identidade central)

5. |z1 - zo| = |z1] - |z2] (moédulo do produto)

_ |zl

=, parazy # 0

Tzl

Z1
Z2

7. |z"| = |z|", paran € Z,comz # 0sen <0
8. |z1 + zo| < |z1| +|z2] (Desigualdade Triangular)
9. llz1] = |z2ll < |21 — 22
10. ||21| — |22|| < |z1 + zo| < |z1| +|z2]  (forma completa)
11 |z1 + 2z9* = |21]* + |22]* + 2 Re(2122)
12. z1z5 + 2129 = 2Re(z122) (forma polar: 2|z1||z2| cos(01—62) — ver Capitulo 2)
13. Se z # 0, entdo |21 + 2P = |1 + [z & Re(2) =0

14. |z1 + zo|* + |21 — 22> = 2(|z11* + |z2]*)  (Lei do Paralelogramo)
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15. |azy — bzo|? + |bz1 + azal? = (a% + b2)(|z1)?> + |z2?), a,b€eR

A Atencio — Moédulo da soma

Em geral, |z1 + z2| # |z1] + |22|. A igualdade s6 ocorre quando um dos niimeros é
zero ou, sendo ambos ndo nulos, existe A > 0 tal que z; = Azo.

A propriedade 4 serd usada repetidamente nas se¢ées seguintes. Demonstremos algu-
mas identidades centrais.

Propriedade 3: |z| = |z| = | — z|. Sez =a + bi,entdoz = a — bi e —z = —a — bi. Logo:

Z| = Va2 + (=b)2 = Va2 + b2 = |z|,

| - z| = V(=a)? + (=b)2 = Va2 + b2 = |z]. =

Propriedade 4: z - Z = |z|>. Multiplicando z = a + bi pelo seu conjugado z = a — bi:

N
N
Il

-z = (a + bi)(a — bi)
= a® — abi + abi — b?i?
a’ —b?(-1)

=a’ +b* = |z|*. =

Propriedade 5: |z1z2| = |z1]|z2]. Elevamos o lado esquerdo ao quadrado e usamos a Propri-
edade 4 junto com a comutatividade e o conjugado do produto:

|Z1Z'2|2 = (z122)(z122)
=Z12921" 22
= (z121)(z222)

= |Zl|2 : |Z2|2-

Extraindo a raiz quadrada (ambos os lados sdo ndo-negativos), obtemos |z;z2| = |z1]|z2].

n
Propriedade 6: i—; = %, z9 #0. Sejaw = i—;, de modo que z; = w - z5. Pela Propriedade
|z1] = w - zo| = [w] - |z2].
Como z3 # 0, temos |z2| > 0 e podemos dividir:
z
lw| = u |
|22

— 23 —



Capitulo 1. Niuimeros Complexos e sua Forma Algébrica Wallace Santo

2 + |zof? £ 2Re(z122). Usando a Propriedade 4 (jw|* = ww),
calculamos a expansdo do médulo da soma:

Propriedade 11: |z + zo|* = |z1

|z1 + 22|2 = (21 + z2)(z1 + 22)

(z1 + z2)(Z1 + 22)

= 2121 + 2122 + 2221 + 2222

z1|* + 2122 + (z122) + |22

Como a soma de um ntimero com seu conjugado resulta no dobro de sua parte real (w +
w = 2Re(w)), temos:
|z1 + zof* = |z1]* + |zal” + 2 Re(z122)

A demonstragdo para |z; — zo|* é andloga, alterando apenas o sinal. n
Propriedade 8: Desigualdade Triangular. Pela Propriedade 11, temos:
|21+ 2o = |21 + |22/ + 2Re(2123)
Pela Propriedade 2, a parte real de um ntimero nunca excede o seu médulo. Portanto:
Re(z122) < |2122] = |z1l[z2] = |z1]|z2]
Substituindo na expressao original:

|z1 + z2* < |21 + |22 + 2|z1|22]

2

|z1 + z2* < (|z1] + |z2])?

Como ambos os lados sdo positivos, extraindo a raiz quadrada:

|z1 + zo| < |z1] + |z2] m

As demais propriedades listadas sdo consequéncias diretas destas ou exploram a forma
trigonométrica (como a Propriedade 12), que abordaremos em detalhes mais a frente. A
identidade z - Z = |z|? sustenta a divisdo em C — ver Secédo 1.4.

Exemplo — Identidade do Paralelogramo

Prove a identidade |z; + zo|* + |21 — z2|* = 2(|z1]* + |z2|?) para quaisquer niimeros com-
plexos z1, zo.
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Resolugdo. Usando a propriedade fundamental |[w|* = ww:

|21 + zo|* + |21 — za|* = (21 + 22)(Z1 + Z2) + (21 — 22)(Z1 — Z2)
= (21> + 2122 + 2271 + |22/ + (1z1)* — 2123 — 22271 + |22])

= 2(1z1 + [22).

Interpretagio geométrica: A soma dos quadrados das diagonais de um paralelogramo é igual a
soma dos quadrados de seus quatro lados.

Exemplo — Fracdo Real a partir de Médulos Unitérios
Z1+ 29
1+ 2129

z

Prove que se |z1| = |z2| = 1 e z1z2 # —1, entdo a expressdao A = é um namero

real.

Resolucdo. Se |z;| = 1, entdo z1z; = 1, 0 que implica que z; = % O mesmo vale para
z9. Para provar que A € real, basta demonstrar que ele é igual ao seu conjugado

(A = A).
- 1 1
Z1+2y Y

Z:1+z_-z__1+l-l
1 2 71 23

Multiplicando o numerador e o denominador da fra¢do por z;zs:

Zo + 29

Z:—:
z129 + 1

Como A = A, a expressdo resulta necessariamente em um ntimero real.

Exemplo — Andlise de Extremos de Mdédulo

Seja a um ntamero real positivo e defina o conjunto M, = {z eC: |z + %| = a}. Deter-
mine os valores minimo e méaximo de |z| quando z € M,.

Resolugdo. Elevando ao quadrado e usando |w|? = ww, obtemos:

N MR

Aplicando a propriedade distributiva:

o -z z 1
a“=zz+=+—+ —=
Z Z zZ

Lembrando da relacdo fundamental zZ = |z|?, substituimos nos extremos da soma:

4 2 =2
, , 22 4 72 1 , |z|+(z +z)+1
ac =izl ———+— = 4

zI? Iz - |z[?

— 25 —
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Do produto notével (z + z)? = 22 + 227 + z°, temos 22 + Z° = (z + 2)2 — 2|z

Substituindo no numerador e reunindo os termos de |z|:

5 2t =21z + 1+ (z +2)?
- |z|2

A . 2 .
Note que 0s trés primeiros termos formam um produto notavel: (|z|> — 1)”. Com isso:

o _ (2P -1+ (z+2)7° _
- |zI? -

(|z|2—1)2+(z+z)2

|zl |z[?

Como z + z = 2 Re(z), a parcela (z + Z)? é ndo negativa. Logo

2 2
a’> (|Z| 1)
|z|

Como a > 0, extraindo a raiz quadrada (Va2 = |x|):

1
|zl = =
2|

<a

|zl

|z|2—1‘

Equivalentemente:

1
—a<|z|—ﬁ<a
z

Como |z| > 0, multiplicando por |z|:

—alz| < |z|* - 1 < alz]|

Obtemos duas inequagdes reais em funcado de |z|:

Iz —alz|-1<0 (I)
lz2 +alzl]-1>0 (1)

a+Va2+4
2

As raizes da equagdo associada a (I) sdo . A pardbola correspondente tem con-
cavidade para cima, logo, para que seja menor ou igual a zero, |z| deve estar entre as

raizes. Uma vez que |z| > 0 sempre:

a+ Va2 +4
s —

—a+Va2+4

2
deve estar fora do intervalo entre as raizes. Como a raiz menor é negativa e |z| > 0,

As raizes da equagao associada a (II) sao . Para ser maior ou igual a zero, |z|

— 26 —
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ficamos com a restricdo impondo apenas a raiz maior:

—a + Va2 +4
>

Combinando essas duas desigualdades, obtemos os limitantes restritivos para o mé-

dulo de z:
—a+Va? +4 a+Va2+4
——  SH<s———

Os extremos sdo atingidos. Igualdade ocorre quando (z + z)? = 0, isto &, Re(z) = 0:

(z+2Z)?=0 = z+z=0 = Re(z) =0

Logo z esta no eixo imagindrio. Como z # 0, seja z = yi, com y € R\ {0}. Verificando:
com z = yi,
1

. 1
1 - — =0 — ——|l=a
o MR

.1 .
yz+ﬁ|:a=> yz——':a=>

Isso gera explicitamente as equagdes y> —ay — 1 =0e y?> + ay — 1 = 0. As raizes |y|
(que representam |z|) sdo reais e idénticas aos limitantes que deduzimos. Como as so-
lugdes de y existem, confirmamos que, de fato, os extremos sdo méximos e minimos
absolutos.

—a+ Va2 +4 a+Va?+4

Minimo: |z| = 5 Méximo: |z| = 5

Exemplo — Equacdo com Moédulo e o Préprio Niimero
Resolva a equagdo z + |z| =2 + 1.

Resolucdo. Seja z = x + yi, com x, y € R. Entdo

(x+\/x2Ty2)+yi:2+i.
Pela igualdade de ntimeros complexos,
y=1 e x+Va2+1=2
Logo Vx2 +1=2—x,de modo que x < 2,

x2+1=(2-x)?

4x = 3,
L3
=7
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Como 3 < 2, segue que

Exemplo — Fracdo Imagindria Pura a partir de Médulos Unitarios

Sejam z; e zp nimeros complexos distintos e ndo opostos tais que |z1| = |z2| = 1. Prove

~ _ Z1+Z9 -« - . sz
que a expressdo Z = Z—2 € um nimero imagindrio puro.
P _ — =1 a7z = L 7 =_7:
Resolugdo. De |z1| = |z2| = 1 segue que z; = - €Zy = -. Basta provar que Z = -Z:
e e
7 = Zi+Zy _ntn
TEem 1-1
zZ1 p)
Z1+29
_ 2129 _ Zl +22 _ _Zl+22 _ _Z
22721 Z9 — 271 Z1— Z9 ’

2122

Logo Z tem parte real nula. Além disso, z; # z; garante que o denominador ndo zere,
e z1 # —zp garante que o numerador ndo zere. Portanto Z # 0, isto é, Z é imagindario
puro.

Exemplo — Extremos Geométricos e a Desigualdade Triangular

Sabendo que |z — 3 — 4i| = 2, determine os valores maximo e minimo que |z| pode assu-
mir.

Resolugdo Analitica. Temos
|z| = |(z — 3 = 4i) + (3 + 4i)|.
Pela Desigualdade Triangular,
|z| < |z—-3—-4i|+|3+4i|=2+5=T.
Pela forma reversa,

|z = (3+4i)| >[Izl - 13 + 4i|

e, como |3+ 4i| =5,
2> ||z| - 5|.

Portanto,
3< |z < T.

Resoluc¢do Geométrica. A equagdo |z — (3 + 4i)| = 2 representa a circunferéncia de
centro z. = 3 + 4i e raio 2. Como |z| é a distancia da origem a um ponto dessa circunfe-
réncia e

|z| =13 +4i] =5,
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os extremos ocorrem sobre a reta que liga a origem ao centro. Assim,

|Zlmin =5—-2=3, |Z|max =5 +2 = 7.

A figura abaixo ilustra essa situagao:

Im
Zmax
z:(3,4) R =
R=2
ZH]I R = 2
|Z|1nin =3

R
O (§]

Exemplo — Igualdade Multipla e Resolugdo via Propriedades

Determine todos os nimeros complexos z que satisfazem a equagdo z? + |z| = 0.

Resoluc¢do. Usamos apenas propriedades de médulo, sem escrever z na forma x + yi.

Isolamos z2:

2? =~z

Aplicamos o médulo em ambos os lados da equagao:
2%l =1~ I

Pelas Propriedades 3 e 7, sabemos que |z2| = |z[>. Além disso, 0 médulo de um nt-
mero real negativo (ou nulo) é o seu valor absoluto. Como |z|j4 é uma quantidade real
ndo-negativa, o lado direito fica simplesmente |z|:

2
2" = ||

2P~ 1zl =0 = [zl(lz] - 1) = 0
Isso nos dé duas possibilidades para o médulo de z:

Caso 1: |z] =0 = z = 0. (Verificando na equacdo original: 0? + 0 = 0. Solucdo vélida).

— 29
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Caso 2:

z| = 1. Substituindo essa informacdo de volta na equacéo isolada z% = —|z|:

22=-1 = z=iouz=-i

Logo, o conjunto solugdo da equagao é S = {0, 7, —i}.

Exemplo — Relacdo entre Médulos e Geometria de Poligonos

Sejam z1, z2, z3 nimeros complexos ndo nulos tais que |z;| = |z2| = |z3] = R e
z1 + 22 + z3 = 0. Mostre que a distancia entre quaisquer dois desses afixos ¢ RV3.

Resolucgdo. A distancia entre os afixos z; e z3 € |21 — zo|. Portanto,

|21 — zof* = (21 — 22)(Z1 — Z2)
= |z1* + |z2]* — 2122 — 2221

= 2R* — (2173 + 2271).
Da condigdo z; + z2 + z3 = 0, temos z3 = —(z; + z2); logo

R? = |z3 = |z1 + zo?
= (21 + 2z2)(z1 + 22)
= |z1* + |z2* + 2122 + 2221

= 2R + (2123 + 2271),
e portanto z1Z3 + z2Z] = —R?. Substituindo,

|z1 — zo* = 2R? - (-R?) = 3R?,
|21 — 22| = RV3.

Pela simetria do problema, o mesmo vale para |z — z3| e |z3 — z1|.

Interpretagio geométrica: z1, zo e z3 sdo, necessariamente, os vértices de um tridngulo equild-

tero inscrito em uma circunferéncia de raio R centrada na origem.
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1.4 Divisao de Nimeros Complexos

1.4.1 Técnica de Racionalizagao

Defini¢do 1.8. — Divisdo de ntiimeros complexos

Para z3 # 0, 0 quociente i—; € 0 tnico ntimero complexo w tal que z; = z3 - w. Expli-

citamente: .
21 Z1 29

Z9 - |z2/?

Exemplo — Divisdo na forma algébrica
3+4i
1-2i

Multiplicamos numerador e denominador por (1 — 2i) = 1 + 2i:

Calcule

3+4i  (B+4i)(1+2i) 3+6i+4i+8% 3+10i—-8 —5+10i

= = =-1+2i.
-2 (1-20)1+20) 1+4 5 5 :

1.4.2 Inverso Multiplicativo

Propriedade 1.5. Férmula do inverso multiplicativo

Para z = a + bi # 0, o inverso multiplicativo é:

Demonstragdo. Queremos encontrar w € C tal que z - w = 1. Multiplicando ambos os la-
dos por z:

z
2>

Como z # 0, temos |z|> > 0 e a divisdo estd bem definida. Substituindoz = a — bi e |z|> =

z-Zw=z = zPw=z = w=
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a+ b2 )
-1 _ a—bl

a2+ b2
Exemplo — Calculo de inverso

Determine z~! para z = 2 + 3i.

Temos |z|> =4+ 9 =13 ez = 2 — 3i, logo:

Exemplo — Divisdo com varidveis

1+i)? . :
Sez = 1_11) , determine z na forma a + bi.

Primeiro, (1 +i)? = 1 + 2i + i?> = 2i. Entdo:

2i 2(1+1) 2042  —-2+2i

= = = =-1+1.
=i (I=i)(1+i) 2 2 :

zZ =

Exemplo — Expressao trigonométrica: real puro ou imagindrio puro?

Determine os valores reais de 0 para os quais a expressao

3+ 2isen
7= —
1—-2isen®

é (a) puramente real;  (b) puramente imaginaria.

Resoluc¢ao. Multiplicamos numerador e denominador pelo conjugado do denomina-
dor:

_ (3+2isen0)(1+2isen0) 3+ 6isen O + 2isen 0 + 4i’sen® 0

~ (1-2isen0)(1+2isen8) 1+ 4sen? 0
_ (3—4sen?0) + 8isen 0
B 1+4sen?0 '

Separando partes real e imaginaria:

Z_3—4sen29+i 8sen O
 1+4sen20  1+4sen26’
Re(z) Im(z)
(a) Para z puramente real: Im(z) =0 = % =0 = sen0 = 0. Logo:

0=nn, nez.
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(b) Para z puramente imagindrio: Re(z) =0 = 3 —4sen’0 =0 = sen’0 = 2.

V3 n

sen 0 217 = +sen —.

Logo:

Nesses casos,
8sen O

1+4sen?0
de modo que z é de fato puramente imagindrio.

Im(z) = =+V3 20,

1.5 Equac¢oes no Corpo dos Complexos

1.5.1 Equacdes Lineares com Conjugado

Definicdo 1.9. — Equacdo linear com conjugado
Uma equagao linear complexa com conjugado tem a forma:

az+pfz =1y, a,p,y €C.

Para resolver az + fz = y, podemos escrever z = x + yi e separar parte real e parte ima-
gindria, obtendo um sistema linear 2 X 2 em x e y. Outra possibilidade é conjugar a equa-
¢do inteira e resolver o sistema em z e z.

Exemplo — Equacao linear com conjugado

Resolva 2z +3z =7 +1.

Resolucdo. Seja z = x + yi. Entdoz = x —yi e:
2 +yi)+3(x—yi) =7+i = (bx)+(-y)i=T7+1.

Separando: 5x =7e -y = 1,logox = L ey = —1. Portanto z = £ —i.
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Exemplo — Método do conjugado (alternativo)
Resolva (1 + i)z + (1 — i)z = 4.

Resolucdo. A equacdo original é:

I+i)z+(1-i)z=4. (D
Conjugando ambos os lados:

1-i)z+(1+1i)z=4. (IT)

Neste caso, (I) e (II) sdo idénticas, e a equagdo admite infinitas solu¢des com
Re((1+i)z) = 2. Fazendo z = x + yi:

(I+i)(x+yi)=(x—-y)+(x+y)i.

Parte real = 2: x — y = 2. Portanto z = x + (x — 2)7 para qualquer x € R.

Em provas mais técnicas, a manipulagdo direta com z e z costuma ser mais rapida que a
substitui¢do por x + yi. Conjugando

az+pz=y,
obtemos o sistema

az+pz=y

Bz+az =7y,

e, multiplicando a primeira equagdo por « e a segunda por §, segue
(af” = 1pP)z = ya - p7.

Quando |a|? # |B[?, concluimos

_ya-By

Z _—

a1

1.5.2 Raiz Quadrada de um Niumero Complexo

Para resolver equagdes quadraticas em C, extraimos raizes quadradas de niimeros com-
plexos. Com w = x + yi e w? = a + bi, obtemos um sistema real resolvivel via médulo.

2

Para encontrar w tal que w* = a + bi, seja w = x + yi (onde x, y € R) e expandimos:

w? = (x +yi)® = x* + 2xyi + (yi)? = (x* — y?) + (2xy)i
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Igualando a parte real e a parte imagindria do resultado a a + bi, obtemos o sistema:
2-y?=a
2xy =0

A relacdo |w?| = |a + bi| fornece a terceira equacdo x2 + y? = Va2 + b2:

x%+y% = Va2 + b2

Somando a primeira e a terceira equagdes, encontramos x* e y? rapidamente. A equagdo
2xy = b serve puramente para definir os sinais relativos: se b > 0, x e y terdo o mesmo
sinal; se b < 0, terdo sinais opostos.

No caso degenerado b = 0, o problema se reduz ao caso de uma raiz real ou puramente

imagindria, conforme o sinal de 4.

A Atencdo — Raiz quadrada complexa

Todo ntimero complexo ndo nulo possui exatamente duas raizes quadradas, w e
—w. Ao resolver equagdes, ambas devem ser consideradas.

Exemplo — Raiz quadrada de um complexo

Determine as raizes quadradas de z = 3 + 4i.

Resolugdo. Seja w = x + yi com w? = 3 + 4i. Igualando partes real e imagindria, e
usando o médulo, obtemos

2oy =3 1)
2xy =4 (2)
x2+y?=3+4il=5 (3)

Somando (1) e (3), segue que

de modo que x’=4e portanto x = +2.

De (2), temos xy = 2 > 0, logo x e y tétm 0 mesmo sinal. Se x = 2, entdo y = 1. Se
x=-2,entaoy = —1.

Assim, as raizes quadradas de 3 + 4i sdo

+(2+1).
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Exemplo — Equacdo quadratica com discriminante complexo

Resolva z2 — 2z + (1 + i) = 0.

Resoluc¢do. Usando a férmula quadratica:
A=4—41+1) = —4i.
Calculamos V—4i. Seja w = x + yi com w? = —4i. Entdo

x?—y*=0 (1)
2xy = -4 (2)
x2+y?=|-4il=4 (3)

De (1), segue que x? = y2. Combinando isso com (3), obtemos
2x% =4,

logo x = +V2.
De (2), temos xy = —2 < 0, portanto x e i tém sinais opostos. Se x = V2, entdo y = —V?2;
sex = —\/5, entdo y = \/5

Logo\/jl.fi:i(\@—\ﬁi) e:
250\ _
2

=1z

V2
7(

1—1).

1.5.3 A Equacdo Quadratica Geral em C

A equagéo quadratica az® + fz +y = 0, a # 0, resolve-se completando o quadrado:

a22+ﬁz+y=0, a#0

Usando a mesma &lgebra de “completar o quadrado” que aprendemos nos nimeros re-
ais, multiplicamos ambos os lados por 4a:

40%z* + daPz + 4ay = 0

Adicionando e subtraindo

(4a?z% + dapz + %) — B2 +4ay =0
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(2az + B)* = B - 4ay
Definindo o discriminante A = 82 — 4ay, chegamos a forma equivalente:
(2az +B)? = A

Seja w uma das raizes quadradas complexas de A (calculada com o método da sec¢do an-
terior, tal que w? = A). Entdo:

-Btw
2a0

az+ B =txw — z =

A cléssica férmula resolutiva continua vélida no corpo C. A tnica adaptagdo é que, se
A for um complexo nédo real ou um real negativo, calculamos w = VA utilizando nosso
sistema algébrico.

Exemplo — Equacdo quadratica z° + iz + 2 = ()
Resolva z2 + iz + 2 = 0.
Resolucdo. Identificamos @ = 1, f =i e y = 2. O discriminante é:

A=i?—-4.1-2=-1-8=-09,

Como A = -9 é real negativo, sua raiz quadrada é V-9 = 3i. Portanto:

—1+3i
5

As raizes sao:

—i+3i 2 . —i—3i -4 .
= =2

1.5.4 O Caso Especifico: Equac¢des Reais com A < 0

Quando os coeficientes «, 3, ¥ sdo ntimeros reais, mas o discriminante resulta em A < 0,
o processo € direto. A raiz quadrada de A serd \/—|A| = i+/|A|.

—p = ivIAl
23

2

Note que as raizes formardo um par de complexos conjugados. Se z; é raiz, z; obrigato-
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riamente também sera.
Exemplo — Equacdo real com A < 0

Determine as raizes de z2 + 2z + 5 = 0.

Resolucgdo. A = 4 - 20 = 16, logo:

Z_—Qii\/E_—Qiéli

=—-1=+2i.
2 2
Asraizessdoz; =—-1+2iezy=—-1—-2i =72z.
1.5.5 Sistemas com Varidveis Complexas
Exemplo — Sistema usando mdédulo e conjugado
Resolva o sistema:
z4+w=3
z-w=4-1
Resolucdo. z e w sdo raizesde t> =3t + (4 —1)=0. A=9—-4(4—1i) =9— 16+ 4i =
=7 + 4i.
Calculando V-7 + 4i: se u = a + bi com u? = =7 + 4i:
a?—-b%=-7
2ab = 4,
a? + b2 = \65.
Dea? —b% = -Tea?+b? =65:
2 2
Com ab = 2 > 0, as raizes quadradas de —7 + 4i sdo +u, onde
V65-7 . [V65+7
u= +1 )
2 2
Logo
3+u 3—u
{Z/ w} - { 2 7 2 } .
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Portanto, os pares ordenados sao

34+u 3—u
)

(z,w)=( 3—u 3+u)'

) o (Z’w)z( 2 79

1.6 Representacao Geométrica e Lugar Geométrico

Ao ntimero complexo z = a + bi associamos o ponto (a, b) do plano de Argand-Gauss.
Nesta se¢do, usaremos trés leituras bésicas. A expressao |z — zo| mede a distancia de z ao
ponto zg; equagdes com Re(z) e Im(z) impdem restri¢des lineares; e a forma

z =2z1 +t(z9 — 21), teR,

descreve figuras afins simples. Essas trés ideias bastam para reconhecer a maior parte
dos lugares geométricos elementares do plano complexo.

1.6.1 Circunferéncias e Discos

Propriedade 1.6. Circunferéncias e discos no plano complexo

Os lugares geométricos circulares mais frequentes no plano complexo sao:
1. |z—2z9| =r — circunferéncia de centro z( e raio r

2. |z—z9| <r —> disco aberto de centro z( e raio r

3. |z—z9| <r — disco fechado de centro zj e raio r

Justificativa algébrica para |z — zo| = r. Sejaz = x + yi e zo = a + bi. Entdo

z-zol=r = lz—z* =1 = (x—a)’+(y-b)’=r"

Essa é exatamente a equagdo de uma circunferéncia de centro (a, b) e raio r no plano car-
tesiano. n
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Exemplo — Identificar o lugar geométrico

Descreva geometricamente o conjunto S = {z € C: [z — 2 + i| = 3}.

Resolucdo. Temos |z — (2 — i)| = 3. Logo S é a circunferéncia de centro 2 — i e raio 3.

1.6.2 Retas, Segmentos e Semirretas

Propriedade 1.7. Equagdes de retas no plano complexo

Retas podem ser descritas usando parte real e imagindria:
1. Re(z) =k — retavertical x = k

2. Im(z) =k — retahorizontal y = k

3. Re(az) =c (comaeC,ceR) — retagenérica

Propriedade 1.8. Parametrizagio afim de retas, segmentos e semirretas

Sejam z1, z9 € C distintos. Entdo:

1. z =z; +t(z2 — z1), com t € R, descreve a reta que passa por z; e z2

2. z =2z +1t(z2 —z1),com t € [0, 1], descreve o segmento de extremidades z; e z

3. z =2z +1t(z9 —z1),comt > 0, descreve a semirreta de origem z; e diregdo z3 — z;
Leitura cartesiana da parametrizagido. Escrevendo z1 = x1 + y11,z0 = Xo+ y2iez = x + Vi,

obtemos
X =x1+t(xg —x1), y =y +t(y2 — y1).

Essas sdo as equagdes paramétricas usuais da reta que passa por (x1, y1) e (x2, y2). As
restrigdes sobre t selecionam o segmento ou a semirreta correspondentes. u
Exemplo — Reta via parte real

Mostre que Re((1 — i)z) = 2 define uma reta e determine sua equagao.

Resolucao. Com z = x + yi,

(I=-i)(x+yi)=(x+y)+(y-x)i
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Logo Re((1 —i)z) = x + y. A condigdo x + y = 2 define a reta
y=-x+2.

Exemplo — Reta, segmento e semirreta por parametro real

Considere
z=1—-1i+t2+ 3i), t eR.

Descreva a reta correspondente e identifique o segmento e a semirreta obtidos ao res-
tringir ¢.

Resolucdo. Escrevendo z = x + yi, temos
x =1+2t, y=-1+3t.

Eliminando ¢,
x—1

2

t = :>y:—1+g(x—1),

isto ¢,
3x — 2y = 5.

Parat € [0, 1], obtemos o segmento de extremidades 1 —i e 3 + 2i. Para t > 0, obtemos

a semirreta de origem 1 — 7 na diregdo de 2 + 3i.

1.6.3 Mediatrizes, Semiplanos e o Circulo de Apoldnio

Igualdade de distancias costuma produzir mediatrizes; uma desigualdade escolhe um
dos semiplanos; uma razado constante conduz ao circulo de Apolonio.

Propriedade 1.9. Mediatriz, semiplano e circulo de Apolonio

A relagdo entre as distancias de z a dois pontos fixos gera retas ou circulos bem defini-
dos:

1. |z—2z1|=|z—2z2] — mediatriz do segmento z;z5
2. |z—2z1| <|z—2z3] — semiplano aberto mais préximo de z;

3. |z—zi| =klz —z9| (comkeR},k#1) — circulo de Apolonio

O circulo de Apolonio € o lugar geométrico dos pontos cuja razdo das distancias a dois
pontos fixos é constante.

Derivagio do circulo de Apolonio. Sejam z1, z9 € C distintos e k > 0, k # 1. Queremos o lu-
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gar geométrico de |z — z1| = k|z — z3|. Elevando ao quadrado,
Iz — z1)* = K?|z — zo°.
Usando |w|* = ww,

(z = 21)(Z - 21) = k*(z — 22)(Z ~ 22),

|2 = 227 = Zz1 + |z = K2 (|2 — 222 — Zz2 + |2af°).
Reorganizando,
(1= k)2 = 2(z1 = KZ3) = Z(z1 = K*22) + (|21 = KJzaf") = 0.

Dividindo por (1 — k?) # 0, obtemos uma equacao da forma |z|* — z¢ — Zc + d = 0, equiva-
lente a |z — c|* = |c|?> — d. Portanto, o lugar geométrico é uma circunferéncia de centro

_ Z1 —k222
1—k?

|z = z1] = 2|z — 2]

Exemplo — Mediatriz no plano complexo
Determine o lugar geométrico de |z — 1| = |z + 3i].

Resolugdo. Seja z = x + yi. Entdo
lz-1P =z +3i = (x-1)*+y?=x*+(y +3)°.

Expandindo,
x2—2x+1+y2 =x2+y2+6y+9,
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logo
X+ 3y = —4.

E a reta mediatriz do segmento de extremidades 1 e —3i.

1.6.4 Regides no Plano Complexo

Propriedade 1.10. Faixas, anéis e regides compostas

Além de curvas, as condi¢des com médulo, parte real e parte imaginaria descrevem

regioes:

1. a < Re(z) < b — faixaverticalentrex =aex =10

2. a<Im(z)<b — faixahorizontalentrey =aey =0b
3. 11 <|z—2z9| <ro — anel aberto de centro z

4. r < |z—2zp|<ry —> anel fechado de centro z
Interse¢Ges dessas condi¢des produzem regides compostas.

Exemplo — Regido do plano complexo
Descreva o conjunto {z € C: 1 < |z —i| < 3e 0 < Re(z) < 2}.

Resolu¢do. A condicao
1<|z-1<3

descreve o anel de centro i, raio interno 1 e raio externo 3, com a circunferéncia interna

excluida e a externa incluida. A condicdo
0 < Re(z) < 2

descreve a faixa vertical entre as retas x = 0 e x = 2. Logo o conjunto procurado € a

parte desse anel contida nessa faixa.
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1.6.5 Elipses, Hipérboles e Parabolas

Propriedade 1.11. Elipse

Sejam z1, zo € C distintos e 2a > |z; — z3|. O lugar geométrico
|z — z1| + |z — 22| = 2a

é uma elipse de focos z; e z3. Seu centro é o ponto médio

21t 29
5
No caso simétrico z; = —c, z2 = ¢, com ¢ > 0, a elipse tem equagdo
2 2
Y 2 2 2
—+5=1 b"=a"-c
a?z = b2 ’

Caso simétrico. Seja z = x + yi e escreva
ri=lz—cl=+x-c)?+y? ro=lz+cl =+ (x+c)?+y>
A hipétese é r1 + r9 =2a,coma > c. Entdory =2a —ry, e
(x —c)? +y* =4a® — dary + (x + ¢)* + y*.

Dai
ary = a’ + cx.

Elevando novamente ao quadrado,
a*((x +¢)* + y?) = (a* + cx)*.

Ap6s a simplificacdo,
(a® = c*)x? + a’y?* = a*(a® - 2).

Definindo b2 = a2 — ¢2, obtemos

b2x2 4 a2y2 = %2,
isto é,

< v,

a? b2
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|z—c|+|z+c|=2a

Exemplo — Elipse no plano complexo
Descreva o lugar geométrico |z — 1| + [z + 1| = 4.

Resolucdo. Os focos sdo 1 e —1, simétricos em relacdo a origem. Temos
20=4 — aqa=2 e 2c=2 — ¢ =1.

Logo

Portanto o lugar geométrico é a elipse de centro na origem, focos em +1 e equagao

=
4

2
Y
+ =1
3
Propriedade 1.12. Hipérbole
Sejam z1, zo € C distintos e 0 < 2a < |z1 — z2|. O lugar geométrico
lz = z1| - |z — z2l| = 2a

é uma hipérbole de focos z; e z3. Seu centro é o ponto médio

_Z1t 2y
5
No caso simétrico z; = —¢, z2 = ¢, com ¢ > a > 0, a hipérbole tem equacdo
2 2
X
_2_]/_2:1, b? = c? - a®.
a b

Caso simétrico. Seja z = x + yi e defina

r=lz—cl=+x-c?+y? ro =z +c|=+(x+c)® +y2.
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Para um dos ramos, temos o — 1 = 2a. Entdory =2a +r, e
(x +0)? +y* = 4a® + dar; + (x — ¢)* + y*.

Logo

ary = cx —a’.

Elevando ao quadrado,
a*((x = ¢)* + y?) = (cx —a®)*.

Ap6s a simplificacdo,
(c? = a®)x? - a’y® = a*(c* - a?).

Definindo b? = ¢? — a?, obtemos

2.2 _ 2.2 _ 212
b°x* —a“y” =a"b,

isto é,
2 v
a2 b2
O valor absoluto na defini¢do retine os dois ramos da hipérbole. [ ]

||z—c|—|z+c||:2a

Exemplo — Hipérbole no plano complexo

Descreva o lugar geométrico
Iz -2 - |z + 2| = 2.

Resolucdo. Os focos sdo 2 e —2. Temos
20=2 = a=1 e 2c=4 = c=2.
Logo

b?=c?-a?=4-1=3.
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Portanto o lugar geométrico é a hipérbole de centro na origem, focos em +2 e equagdo
2 2
x
z Lo
1 3

Propriedade 1.13. Paribola candnica

Fixe p > 0. O lugar geométrico dos pontos z = x + yi cuja distancia ao foco p coincide

com a distancia a diretriz x = —p é a pardbola de vértice na origem e equacao
y2 =4px.

Demonstragdo. A distancia de (x, y) ao foco (p, 0) é

V(x =p)? +y?,

x + p|. Logo

enquanto a distancia aretax = —p é

Vx=p)+y? =Ix+pl.
Elevando ao quadrado,
(x=p)*+y*=(x+p),

e portanto
y? = 4px.

Além de reconhecer curvas por equagdes de distancia, também € util dispor de critérios
puramente algébricos para decidir posi¢des relativas entre pontos. O préximo resultado
fornece exatamente esse tipo de teste no caso do alinhamento.

1.6.6 Critérios Algébricos de Posicao

Uma razdo real entre diferencas de afixos identifica alinhamento sem recorrer a forma

trigonométrica.

Propriedade 1.14. Alinhamento via quociente real
Sejam z1, zo € C distintos. Para z # zo,

zZ—2Z1
Z—Z9

eR = z,6z1,2z9sa0 colineares.
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Demonstragdo. A condicao
zZ—2Z1

Z—2Z9

eR

diz que os vetores z — z; e z — z3 sd0 proporcionais por um escalar real. Isso ocorre exa-
tamente quando eles tém a mesma direcdo, isto é, quando os pontos z, z; e z3 estdo sobre

a mesma reta. [ ]

Exemplo — Quociente real e alinhamento
Determine o lugar geométrico dos pontos z # i tais que

z—1

- €R.
zZ—1

Resolugdo. A condigdo diz que os pontos z, 1 e i sdo colineares. A reta que passa por
(1,0) e (0,1) tem equagao
x+y=1

Como o quociente ndo estd definido em z = i, o lugar geométrico é essa reta, com a

exclusdo do ponto i.

1.6.7 Transformagoes Elementares

Propriedade 1.15. Transformagoes elementares
Algumas transformacgdes geométricas aparecem naturalmente ja na forma algébrica:
1. z—z+b — translagdo por b

2. z— Az,comA €R — dilatagdo ao longo das retas pela origem; para A > 0,
trata-se de uma homotetia de razdo A

3. z— iz —> rotacdo de um quarto de volta em torno da origem
4. z—z — reflexdo no eixo real

Exemplo — Imagem de uma reta por translacao

Descreva a imagem da reta
Re(z) =1

pela transformacgao
w=z+(2-1).
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Resolucdo. Seja z = x + yi. A reta dada é
x =1
Da relacao
w=z+(2-1)

segue que
z=w—(2—-1i).

Logo a condigao sobre z se torna
Re(w — (2-1)) = 1.
Como Re(2 — i) = 2, obtemos
Re(w) -2 =1,
isto &,
Re(w) = 3.

Portanto, a imagem da reta Re(z) = 1 é a reta
Re(w) = 3.

Geometricamente, a translagdo por 2 — i desloca a reta duas unidades para a direita e
uma unidade para baixo.
Exemplo — Meia elipse por restri¢ao linear

Descreva geometricamente o conjunto

{zeC:|lz—=1]+|z+ 1| =4e Re(z) = 0}.

Resolugdo. A condigdo
z-1|+|z+ 1 =4

descreve a elipse de focos +1 e equagdo

2 2

Y

—+ = =1

4 3

A desigualdade Re(z) > 0 equivale a x > 0, isto é, seleciona o semiplano a direita do
eixo imagindrio. Portanto, o conjunto procurado é a metade direita dessa elipse, inclu-

indo os pontos de intersegdo com o eixo imaginario.
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Exemplo — Alinhamento e circunferéncia

Determine o conjunto dos pontos z € C tais que

-1
2R e |7l=V2
zZ—1

Resolucdo. Pela subsecdo anterior, a condicao

-1
z eR

z—1
descreve a reta que passa por 1 e i, isto é,
x+y=1,
com a exclusdo de z = i. A segunda condicao descreve a circunferéncia
x2+y? =2

Para encontrar a intersecdo, substituimos y = 1 — x na equacgdo da circunferéncia:

2+(1-x)?%=2.

Dai
2x2-2x-1=0,
e portanto
R V3
2
Segue que
1FV3
y=1-x= .

2
Logo o conjunto procurado é formado por dois pontos:

1+vV3 1-+3, 1-vV3 1++3,
5 + 5 1 e 5 + 5 1.

Exemplo — Imagem de um segmento por translacao

Considere o segmento
z=1t(1+1), 0<t< L

Descreva a imagem desse segmento pela transformagao

w=z+(2-1).
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Resolugdo. Para 0 < t < 1, temos
w=2-1)+t(1+1).
Trata-se novamente de uma parametrizagdo afim. Quando t = 0, obtemos
w=2-1,

e quando ¢t = 1, obtemos
w = 3.

Portanto, a imagem ¢é o segmento de extremidades 2 —i e 3.

© Dica — Padroées de reconhecimento

Os padroes abaixo aparecem repetidamente:

® |z—zyp|=r — circunferéncia

|z—2z1|=|z—-29] — mediatriz

|z —z1| = k|lz —2z3] — circulo de Apoldnio

|z —zi|+]|z—22] =20 — elipse

||z —zi| =z - zz|| =21 — hipérbole

z =12+ t(22 = zl) — reta, segmento ou semirreta, conforme a restricao
sobre t

1.7 Desigualdade Triangular: Técnicas e Aplicacdes
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1.7.1 Desigualdade Triangular

Teorema 1.1. — Desigualdade Triangular

Para quaisquer z1, z2 € C:

() |z1 + zo| < |z1] +[z2|, comigualdade & 3A > 0: z; = Azy (ou z2 = 0)

(i) |z1 — 29| = ||21| —|z2l|, comigualdade & 3A > 0: z; = Azy (ou zy =0)

Em palavras: igualdade ocorre quando um dos ntimeros é zero ou, sendo ambos
ndo nulos, um deles é multiplo real positivo do outro.

A desigualdade |z + z2| < |z1] + |z2| diz exatamente que um lado de um tridngulo ndo
excede a soma dos outros dois; a igualdade ocorre quando o tridngulo degenera num

segmento.

A demonstragdo da desigualdade béasica e de sua forma reversa ja apareceu na subse-
¢do 1.3.4 (Propriedades 8-9). Registramos aqui apenas a condigdo de igualdade, necessa-

ria nas aplicagdes de méximo e minimo.

A igualdade |z1 + z3| = |z1] + |z2| ocorre exatamente quando Re(z1z3) = |z1z3|, isto é, quando
z1z9 é real e ndo-negativo. Para zo # 0:
— Z1  Z122
2122 €ERyp & —=——7Z€Ry) &= z1=Az3, 120,
zo  |ze
No caso z2 = 0, a igualdade ja é automética. Em palavras: quando ambos sdo nao nulos,

Z1 e zg tém o mesmo argumento.

Em problemas de maximo e minimo, reescreve-se a expressdo, aplica-se a desigualdade
triangular, identifica-se a condicdo de igualdade e verifica-se explicitamente que o ponto
candidato atinge o limitante. Sem essa verificacdo, obtém-se apenas uma cota.

A Atencio — Cota sem verificacio

A desigualdade triangular fornece apenas uma cota. Para que ela seja um extremo
de fato, é necessario exibir um ponto que atinja a igualdade.

A desigualdade triangular implica, em particular, o Teorema de Ptolomeu.

Exemplo — A Desigualdade de Ptolomeu no Plano Complexo

— 52 —



Capitulo 1. Niuimeros Complexos e sua Forma Algébrica Wallace Santo

Prove que, para quaisquer quatro ntiimeros complexos z1, z2, z3, 4, a seguinte desigual-

dade é verdadeira:

|z1 = z3||z2 = z4| < |21 — 22||z3 — 24| + |22 — 23||21 — 24

Resolucdo. Partimos da identidade algébrica, valida para quaisquer z1, z2, z3,z4 € C

(verificagdo direta por distribui¢do):
(z1 — z3)(22 — 24) = (21 — 22)(23 — 24) + (22 — 23)(21 — 24)

Aplicando médulo em ambos os lados, usando |ab| = |a||b| e a desigualdade triangular
la + b| < |a| + |b|:

[(z1 — z3)(z2 — z4)| = |(z1 — 22)(23 — z4) + (22 — 23)(21 — z4)|
|z1 — z3llz2 — z4| = |(z1 — 22)(z3 — z4) + (22 — 23)(21 — 24)]
|z1 — z3llz2 — z4| < (21 — 22)(23 — z4)| + |(z2 — 23)(21 — 24)

|z1 = z3||z2 — z4| < |21 = 22||z3 = z4| + |22 — 23||21 — 24

Z1
\Z1 — Z?\
Z9 /13’
q
NGy _
. ™
N —
™ \
| re ™
= \//
3 z3 — 24| 24

Interpretagio geométrica: Se z1, z2, 23, z4 Sdo vértices de um quadrildtero no plano de Argand-
Gauss, a soma dos produtos dos lados opostos majora o produto das diagonais. No caso ndo
degenerado, a igualdade ocorre quando o quadrildtero é ciclico e os vértices estdo em ordem;
casos colineares em ordem também podem produzir iqualdade.

Em problemas de olimpiada e concursos, a desigualdade triangular aparece sobretudo
para estimar médulos em circunferéncias e discos e para provar cotas para expressoes

polinomiais. O ponto decisivo é saber combinar a forma direta com a forma reversa.
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1.7.2 Estimativas de Médulo

Exemplo — Limitantes para |z% + 1]
Seja |z| = 2. Determine os valores maximo e minimo de |z + 1|,
Resoluc¢ao.

Limitante superior (desigualdade triangular direta):
122+ 1< |22+ |1 =z +1 = 5.

Igualdade quando z% e 1 tém 0 mesmo argumento, isto &, z2 > 0. Com |z| = 2: z = 2, e
de fato |4 + 1| = 5.

Limitante inferior (desigualdade triangular reversa):
22+ 1] > |22 - 1| = 4 - 1] = 3.
Igualdade quando z? e 1 tém argumentos opostos, isto €, z < 0. Com |z| = 2: z = £2i, e
|-4 + 1| = 3.
Portanto 3 < |z2 + 1| < 5.
Exemplo — Maximo e minimo de |z + 2| com |z —i| = 1

Determine os extremos de |z + 2| quando z percorre a circunferéncia |z — i| = 1.

Resolugdo. Temos z + 2 = (z — i) + (i + 2), com |z — i| = 1 conhecido. Aplicando a desi-
gualdade triangular e sua forma reversa,

Z+2<|z-il+li+2=1+V5,  |z+2[>|li+2-|]z—il|=V5-1

Miximo. Igualdade em |A + B| < |A| + |B| requer A = AB, A > 0, ouseja, z —i = A(2 +1),
A>0.Comolz —i|=1el|2+i| = V5, obtemos A = 1/V5 e:

.2+ ( 1)
Zmax—l+—=—+l 1+—

v\

241

V5
|zmax+2|:|(2+%)+i(1+%)‘:‘(1+%)(2+i)‘:(1+%)\/_:\/3+1.

De fato, |zmax — i| = =1le

Minimo. A igualdade em |A + B| > ||A| —|B || exige colinearidade em sentidos opostos:
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z—i=-A2+1i),A>0.Denovo A =1/V5:

2+ 2 ( 1)
Zmin =1——=——2>+1|1—-—].

Vi V5 V5

. S . . N
Também aqui |zmin — i| = 1 € |Zmin + 2| = ‘(1 \/3) 2+ z)| =vV5-1.

Portanto min |z + 2| = V5 — 1 e max|z + 2| = 1 + V5.

Exemplo — Generalizagdo com n parcelas
Sejamn > lezy,za,...,2, €C. Prove que |z; + 2o + -+ + 2,| < |z1] + |22 + - + |z4].

Resolucdo. Inducdo sobre nn. O caso n = 1 é imediato, e o caso n = 2 é a desigualdade
triangular. Para o passo indutivo:

|z1 4+ 2+ Zp| <z + o+ Zal + Lzl < (Jzal + 0+ |2al) + [zosal.
Exemplo — Cota inferior via série geométrica
Se 0; € [0,t/6] parai=1,2,3,4,5¢e
sen 04 z* + sen 05 2% + sen O3 22 +sen 64 z + sen Os =2,

mostre que |z| > %.

Resolugao. Tomando o médulo de ambos os lados e aplicando a desigualdade triangu-
lar:

2 = [lado esquerdo| < |sen O1]|z|* + |sen Oa||z|* + | sen O3]|z|* + | sen O4|z| + | sen Os.
Como 0; € [0, 7/6], temos sen 0; € [0, 3], logo:
2< (lzI" + 2P + |z + |z + 1).

Portanto
Iz| + 22 + |z)® + |z]* = 3.

Se |z| < %, entao

9 2T 81 525

+—=+—=—<3,
16 64 256 256

3
|z + |z* + |z> + |z|* < vl
contradi¢do. Logo |z| > %.

Exemplo — Maior e menor |z| com restri¢ao de disco

Se |z — 2 + i| < 2, determine os valores maximo e minimo de |z|.
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Resoluc¢ao.

|z — (2 —1)| < 2 descreve o disco de centroc =2 —ieraior = 2. Temos |c| = V4+ 1 =

V5.

Pela desigualdade triangular reversa,
||z| - |c|| <lz—c| <2

logo -2 < |z| - V5 <2, ou seja,

V5-2 < |z] < V5+2.

Aigualdade |z — c| = |z| — |c| exige que z = Ac para algum A > 1, com origem, c e z
colineares e z além de c. No bordo do disco, isso leva a

2
Zmax = C+ 2+ |C| (2—1)(1+%)

Aigualdade |z — c| = |c| — |z| exige z = Ac, 0 < A < 1. No outro extremo do mesmo
segmento,

c . 2
ijn:C—Q'H:(Q—Z)(l—%).

® Maximo: |zmax| = |2 — z|(1 + T) VE+2 elzmax— (2-1) = |2(2\/% i) = 2\/\/55 =2.
e Minimo: |zmin| = \/—(1 - 7) V5-2 elzmm—(2-1) = 2(\2/3 i) =2.

|1Z|min = V5 — 2 % 0,24 € |Z|max = V5 + 2 ~ 4,24. Geometricamente, 0 maximo e 0 minimo
de |z| em um disco de centro c e raio r sdo atingidos na reta que passa pela origem e
por ¢; em geral,

Zlmax = lcl+ 7, |zlmin = max(|c| -7, 0).
Exemplo — Cota superior para |z + 1| dado |z + 4| < 3
Se |z + 4| < 3, determine o maior valor possivel de |z + 1.

Resolucdo. Reescrevemos z + 1 = (z + 4) — 3 e aplicamos a desigualdade triangular:
z+1=(z+4)+(-3)|<|z+4+|-3|=|z+4+3<3+3=6.

Para verificar que o maximo é atingido, basta tomar z = —=7: [z + 4| =3 e |z + 1| = 6.

O maior valor de |z + 1| é 6.
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Exemplo — Determinando |z; + z2 + z3| via técnica do conjugado
Sejam |z1| = 1, |z2| = 2, |z3| = 3 € [9z122 + 42321 + z223| = 6. Determine |z + z2 + z3|.
Resolucdo. A relacdo central é zz = |z|?. Como |z1]> = 1, |z2]? = 4 e |z3]> = 9:

_ 4 9 _
— =2, — = Z9, - = 43.
21 29 Z3

Fatorando z1z2z3 da expressdo:

9z1z9 + 42321 + 2923

9 4 1
Z1Z292Z3 Z_3 + 54—2—1

z12223(23 + Z3 + Z1)

212923 - 21 + 22 + 23.
Tomando moédulos,

6 =|z12923| |21 + 290 + 23| =1-2-3 |21 + 29 + 23| = 6|21 + 22 + z3|.
Logo |z1 + z2 + z3| = 1.

Exemplo — Expressdao unimodular e |z

Sejam zi, zo € C com z3 ndo unimodular, isto é, |zo| # 1, e

Z1 — 222
2—-2129

Determine |z4]|.

Resolugdo. Da hipétese |z; — 2z5| = |2 — z1z3|. Elevando ao quadrado e usando
lw|? = ww,

|21 — 220 = (21 — 222)(z1 — 222)
= |z21|* - 22123 — 22125 + 4|zof*.
2= 2175 = (2 - 2:22)(2 — Z122)
=4 — 22125 — 22129 + |21 |z
Igualando e cancelando os termos cruzados —2z1z5 — 2z1z:

z1* + 4|za)* = 4 + |z1P|zo]*
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Reorganizando:
z1*(1 = |zof*) = 4(1 = |22]) = 0 = (|za* = 4)(1 = |zof*) = 0.
Como |z] # 1 (hip6tese), temos 1 — |zo|* # 0, logo |z1]* = 4 e:
|z1] = 2.

Exemplo — Ndmeros de médulo unitario que satisfazem uma identidade com somas

de médulos
Determine todos os niimeros complexos z de médulo 1 tais que

1005 1006
Z |22k+1 _ Z2k| _ Z |22k _ 22|
k=1 k=1
Resoluc¢do. Como |z| = 1, temos |z™| = 1 para todo inteiro m. Portanto,

|Z2k+1 _ Z2k| — |22k| |Z _ 1| — |Z _ 1|

|22k _ ZQk—2| — |22k—2| |Z2 _ 1| — |ZQ _ 1|
Logo, a equagdo dada se reduz a
1005 |z — 1] = 1006 |z% - 1].
Como |z2 — 1| = |z — 1| |z + 1|, obtemos

1005)z — 1] = 1006 |z — 1| |z + 1.

1005

Dai,ouz =1, tao |z + 1| = ——.
i, ou ou entao | | 1006

1 )
Resta analisar a segunda possibilidade. Como |z| = 1, temos z = ot Assim,

Z+12=(z+1)EZ+1)=2+2z+2Z=2+2Re(2).

Portanto, ,
1005
2+ 2Ro(z) = (L0007,
*(2) = { To06
isto é,
1 {10052 1014047
Re(z) 5'(10062'_ ) ~ 2024072
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Como |z| = 1, as solugdes sdo

1014047 . 10140472
z=1 ou z= + 1 —( ) )

2024072 : 2024072

Exemplo — Uma igualdade de médulos obtida por interpretagdo geométrica

Seja z € C tal que
zZ+1i

1+z

=1.

Prove que

|22010 + i22009 +oeee i20092 + i2010| — |~2010

22010 4 22009 . 4z 4 1.

Resolugdo. A condi¢do dada equivale a |z + i| = |z + 1|. Logo, z equidista dos pontos —i
e —1, portanto pertence a mediatriz do segmento que une —1 a —i:

z =x(1+1), x € R.

Observemos que as férmulas abaixo sdo aplicadas com z # i e z # 1: esses dois pontos

ndo satisfazem a condicdo inicial.

,2011 _ 2011
L2010 ;52009 . 2009, L ;2010 _

z—1

L2011 _ 4

L2010 L 52009 Lo L] =

z—-1

Como z = x(1 + 1), temos |z — i| = |z — 1|, de modo que basta mostrar que

|22011 _ i2011| — 2011 _ 1|.

|z

12011 —

Como 2! = —{, isso equivale a |z20! + {| =

|22011 _ 1|.

Com z = x(1 + i), obtemos z2°M! = x29M(1 + {)2°11 Como 2011 = 4 - 502 + 3,

(1402 = L+ ) ((1+D)Y)° = 20 = 1) - (=4)7% = 2195 - 1),

2011 — 21005x2011(i _

Portanto, z 1), que pertence a reta {y(i — 1) | y € R}. Todo ponto

2011 _ 1| — |»2011 + ll

dessa reta equidista de 1 e de —i, logo |z |z

Exemplo — Raizes da unidade com partes real e imagindria racionais

Determine todos os nimeros complexos z = a + bi, com a, b € Q, tais que z" = 1 para
algum inteiro positivo n.
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Resoluc¢do. Como z" = 1, temos z # 0 e |z|" = 1,logo |z| = 1. Assim,

1

z=-=2z"1

N

Defina
U=z+-=z+z=2a.

Comoa € Q, temos u € Q.

Para cada m > 0, ponha
Ap=z"+z7".

Entaio Ag =2, A1 =ue
Ams1 = UAp — Ap—1.

Por indugao, A, é um polindmio moénico de grau m em u, com coeficientes inteiros,
param > 1. Como z" = 1, segue que

A,=z"+zT"=2.

Portanto u é raiz racional de um polindmio ménico com coeficientes inteiros. Pelo
teorema da raiz racional, u é inteiro.

Além disso, |z| = 1 implica |u| = |z + z| = |2a] < 2. Logo
ue{-2,-1,0,1,2}

Como u = 2a, temos . .
a€es-1,—-,0 1}.
13

s 5/
Da relagdo a? + b> = 1, com b € Q, 0s casos a = +3 exigiriam b? = 2, impossivel para
b € Q. Restam:
a=+1,b=0 ou a=0,b==+l.
Portanto,



